6.7. DRGANIA WEASNE KONSTRUKCJI. |
POSTACI I CZESTOSCI WELASNE TROJWYMIAROWEGO MODELU BELKI

6.7.1. Wprowadzenie

Model konstrukcji w metodzie elementow skonczonych stanowi uktad dyskretny o skoficzonej liczbie
stopni swobody. Z teorii drgan [1] wiemy, Ze rownanie rézniczkowe opisujace drgania ukladu
dyskretnego o n stopniach swobody mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej jako:

[M]{a}+[Clia}+[K]{a} = (F(). 6.7.)

gdzie {q} jest wektorem stopni swobody ukladu, {F(t)} wektorem sil zewnetrznych, a macierze

[M ] , [C] , [K] nazywamy odpowiednio macierza masowa (lub bezwtadnosci), macierzg ttumienia i
macierza sztywnosci.

Roéwnanie (1) nazywamy czesto rownaniem ruchu uktadu dyskretnego. Stanowi ono uktad n réwnan
rozniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego. Rownania te sg sprzezone, jesli macierze [M], [C] i
[K] nie sa macierzami diagonalnymi.

Roéwnanie ruchu jest wielowymiarowym uogolnieniem dobrze znanego rdwnania opisujacego drgania

uktadu o jednym stopniu swobody.
W praktyce czesto rozpatrujemy roézne szczegoélne przypadki drgan, dla ktérych réwnanie (6.7.1)

przyjmuje prostsze postaci. Jesli wektor {F (t)} jest rowny zeru to mamy do czynienia z tak zwanymi

drganiami swobodnymi — bez obciazen zewngtrznych. Jesli dodatkowo w konstrukcji nie ma ttumienia
to drgania nazywamy drganiami wtasnymi.
Roéwnanie rozniczkowe drgan wiasnych uktadu dyskretnego mozna wigc zapisac jako

[M]{d} +[K]{a}={0}. (6.7.2)
Rozwiazanie ogdlne takiego rownania ma postac:
{a(t)} ={a}, cosat +{q},sinet . (6.7.3)
Druga pochodna wektora przemieszczen po czasie jest wigc rowna
{6} =—"{q}, coset -’ {q}, sinat =—w* {q} . (6.7.4)
Podstawiajac (3) i (4) do (2) otrzymamy
~o*[M]{a} +[K]{a} = {0}, (6.7.5)
czyli inaczej
([K]-@"[M]){a}={0}. (6.7.6)

Roéwnanie (6.7.6) opisuje tzw. uogoélnione zagadnienie wlasne.
Zaleznosc¢ (6.7.6) jest jednorodnym uktadem réwnan liniowych (bez wektora prawych stron), ktdrego

oczywistym rozwigzaniem — tak zwanym rozwigzaniem trywialnym — jest {q} = {0} Uktad moze
mie¢ jednak inne rozwigzania jesli macierz ([K] -’ [M ]) jest macierzg osobliwg.

det([K]-’[M])=0. (6.7.7)

Roéwnanie (6.7.7) jest wielomianem n-tego stopnia ze wzgledu na zmienng °. Poszukujemy migjsc

zerowych tego wielomianu @, . Warto$ci @, nazywamy czestosciami drgan wiasnych, a odpowiednie
wektory {q}i ktore spetniaja rownanie (6) dla wartosci @, — wektorami wlasnymi.

Z punktu widzenia interpretacji fizycznej kazdy wektor wiasny {q}i reprezentuje tak zwang

posta¢ drgan wilasnych dla czgstosci @, — jest wektorem przemieszczen, ktore opisuja deformacje
konstrukcji, charakterystyczng dla tej czgstosci drgan. Rozwigzanie réwnania (6.7.7) nie zawiera
informacji o amplitudzie drgan. Jezeli wektor {q}. jest rozwigzaniem (6.7.7) to rowniez r{q}. gdzie

r jest dowolnym mnoznikiem jest jego rozwigzaniem. W praktyce wektory wlasne czgsto
przedstawiane sg po unormowaniu w stosunku do macierzy masowej.
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La)[M}{a} =1, (6.7.8)
co sprowadza si¢ do odpowiedniego przeskalowania wspotczynnikow wektora {q}i .

Znajac wektor {q}i definiujacy ksztatt deformacji modelu przy drganiach z czgsto$cia @, mozemy

rowniez wyznacza¢ odpowiednie dla tej czestosci znormalizowane rozktady naprezen.

Praktyczne znaczenie analizy drgan wlasnych wigze si¢ z niebezpieczenstwem wystepowania
rezonansu w konstrukcjach sprezystych. Z teorii drgan wiadomo, ze gdy czestos¢ wymuszen
zewnetrznych zbliza sie¢ do czgstosci wilasnej to amplituda drgah narasta. Zachodzi zjawisko
rezonansu, ktore moze doprowadzi¢ do zniszczenia konstrukcji. Zadaniem konstruktora jest takie
zaprojektowanie wilasno$ci sprezystych lub bezwladnoSciowych, by czestosci drgan wiasnych
konstrukcji nie pokrywaty si¢ z czgstosciami typowych oddziatywan zewnetrznych.

Rozwigzanie zagadnienia wlasnego (6.7.6) jest znacznie bardziej czasochtonne niz rozwigzanie uktadu
réwnan liniowych. Dlatego praktycznie stosowane algorytmy obliczeniowe stosujg techniki iteracyjne
i pozwalaja zwykle na wyznaczenie tylko wybranej liczby czgstosci i postaci wlasnych z
interesujgcego uzytkownika przedzialu czgsto$ci. Zazwyczaj najwicksze znaczenie techniczne majg
pierwsze, najnizsze czestosci drgan.

6.7.2. Rozwiazywane zagadnienie

Znalez¢ czesto$ci i postaci drgan wiasnych jednostronnie utwierdzonej belki o dlugosci I1=1m
przyjmujac dane z rysunku 6.7.1.
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Rys. 6.7.1. Przekroj poprzeczny drgajacej belki

Zgodnie z rozwigzaniem $cistym dla jednowymiarowego modelu belki zginanej [1,3] kolejne czestosci
drgan sa rowne:
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gdzie E jest modutem Younga, p gestoscig, a A i J — polem przekroju i momentem bezwtadno$ci

pola przekroju wzgledem osi obojetnej zginania (1), przechodzacej przez srodek cigzkosci Sc.
Za pomoca wzorow (6.7.9) obliczy¢ mozna analitycznie czgstosci drgan gietnych w ptaszczyznach xz
i yz. Trzy pierwsze czestosci drgan gietnych w plaszczyznie Xz (pionowej) wynosza:
W = 219.1E w, = 1373E W, = 3844E (6.7.10)
S S S
Analiza za pomocg modelu trojwymiarowego MES pozwala na wyznaczenie czgstosci i postaci drgan
bez wzgledu na to, jaki charakter maja drgania (gigtne, skretne, wzdtuzne, zlozone). Wartosci
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obliczone teoretycznie (6.7.10) odpowiadajg pierwszej, czwartej i sibdmej postaci drgan otrzymanych
w trakcie trojwymiarowej analizy MES, przedstawionej w tym ¢wiczeniu:

w = 218.8% @, = 1352% @, = 3696% (6.7.11)
Model trojwymiarowy metody elementow skonczonych daje mozliwo$¢ wyznaczenia nie tylko
zgieciowych postaci i czestosci drgan wlasnych. Réznice w wartosciach czgstosci (wzory 6.7.10 i
6.7.11) wynikaja gtéwnie z faktu, ze model teoretyczny na podstawie ktorego otrzymano rozwigzanie
analityczne (6.7.9) jest nieco przesztywniony. Uwzglednia on jedynie efekty czystego zginania i
pomija efekty $cinania.
Wyniki otrzymane w wyniku obliczen MES przedstawione sg na rysunku 2. Doktadno$¢ otrzymanych
warto$ci zalezy w duzym stopniu od jakosci siatki dyskretyzacyjnej i ztozonosci analizowanej postaci
drgan.

Siatka dyskretyzacyjna MES

Posta¢ 1, ®1=218,8 Posta¢ 2, ®2=332,5 Posta¢ 3, ®3=767,5
drgania gigtne w plaszczyznie xz drgania gietne w plaszczyznie xy drgania skretne
ze skreceniem

Posta¢ 4, ®w4=1352 Posta¢ 5, ws=1436 Posta¢ 6, ®6=2953
drgania gigtne w plaszczyznie xz zlozone drgania gigtno-skretne zlozone drgania gigtno-skre¢tne
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Posta¢ 7, ®7=3697
drgania gietne w plaszczyznie xz

Rys. 6.7.2. Czgstosci wi i postaci drgan wlasnych belki jednostronnie utwierdzonej obliczone numerycznie za pomoca
trojwymiarowego modelu MES

6.7.3. Typowy przebieg analizy numerycznej

6.7.3.1. Preprocessor

A. Zbudowanie trojwymiarowego modelu geometrycznego belki.

Nalezy dazy¢ do budowy takiego modelu, aby mozliwy byl regularny podzial na elementy
skonczone (Mapped Meshing),

B. Okreslenie wlasciwosci mechanicznych (E,v,p).

C. Wybdr typu elementu (Structural Solid, w przedstawianym przyktadzie Solid186).

D. Podziat na elementy skofnczone o przyjetej gestosci.

6.7.3.2. Solution

A. Wprowadzenie warunkow podparcia (peine utwierdzenie koncowego przekroju belki).
B. Okreslenie typu analizy (Analysis Type>New Analysis>Modal).

Toolbar

SAVE_DB| RESUM_DB| QUIT| POWRGRPH|

Main Menu

@

Preferences
Preprocessor
B Solution
B Analysis Type
& Analysis
ExpansionPass
Analysis Options
Define Loads
Load Step Opts
SE Management (CMS)
Results Tracking
Solve
Manual Rezoning
Multi-field Set Up
ADAMS Connection
Diagnostics
E Unabridged Menu
= General Postproc
TimeHist Postpro
ROM Tool

m Prah Nacinn

/\ New Analysis

[ANTYPE] Type of analysis

Rys. 6.7.3. Okreélenie typu analizy — drgania wlasne

Cancel

Static

Modal

Harmonic

Transient

Spectrum

Eigen Buckling
Substructuring/CMS

Help
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T
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C. Okreslenie sposobu przeprowadzenia obliczen w analizie zagadnienia wiasnego (Analysis
Type>Analysis Options).
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ROM Tool
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Radiation Opt
E Session Editor
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I [MODOPT] Mode extraction method
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" QR Damped
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11_

ront
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=

.

[MXPAND]

Expand mode shapes [V Yes
NMODE No. of modes to expand
Elcalc Calculate elem results? [V Yes
[LUMPM] Use lumped mass approx? ™ No
[PSTRES] Incl prestress effects? [~ No

oK

Cancel

Rys.6.7.4. Przyjeta metoda obliczen i parametry okreslajace sposob rozwigzania

D. Obliczenia (Solve>Current Load Step).

6.7.3.3. General Postprocessor

Help

N

Rate

Wyniki dla poszczegdlnych czestosci whasnych (Data Sets) sg zapisane jako kolejne podkroki
pierwszego kroku rozwigzania (Results Summary). Druga kolumna w tabeli (rys. 6.7.5) zawiera
informacje¢ o czestotliwosciach kolejnych drgan wiasnych (v=w/2m).

SAVE_DB| RESUM_DB| QuIT| POWRGRPH|

Main Menu

B Preferences

Preprocessor

Solution

B2 General Postproc
Data & File Opts
Read Results
Failure Criteria
Plot Results
List Results
Query Results
Options for Outp
Results Viewer
Nodal Calcs
Element Table
Path Operations
Surface Operations
Load Case
Check Elem Shape
Write Results
ROM Operations
Submodeling

HHHE

SE

£33

T TIME/FREQ LOAD STEP
34.830 1

52.914
122.16
215.19
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469.92
588.36
588.46
817.45
0 1108.2
1 1228.3
2 1250.9

WO EWN—
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INDEX OF DATA SETS ON RESULTS FILE

HHHHN

SUBSTEP CUMUI.{};’IUE
1

1
2 2
3 3
4 y
5 5
6 6
7 7
8 8
9 9

10 10

11 11

12 12

Rys. 6.7.5. Podsumowanie rozwigzania — wyznaczone czg¢stotliwosci (v=w/2n) drgan

Wiyniki dla kazdej czestosci wiasnej mozna wezytaé¢ do postprocesora (Read Results) i prezentowac w
standardowy sposdb (rys. 6.7.6).
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Rys.6.7.6. Obraz znormalizowanych naprezen zgieciowych ox na strukturze zdeformowanej
dla pierwszej, czwartej i sibdmej postaci drgan

SUB =10
FREQ-1108.16
SEQV (AVG)
DMX =.901202
SMN =.541E+09
SMX =.587E+12
T, — |
.541E+09 .131E+12 .261E+12 .391E+12 .522E+12
.657E+11 .196E+12 .326E+12 .457E+12 .587TE+12

Rys. 6.7.7. Rozktad naprezenia zredukowanego H-M odpowiadajacy dziesiatej postaci drgan.
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Kazdg posta¢ drgan mozna rowniez prezentowa¢ w formie animacji. Stuzg do tego komendy w grupie
Plot Controls>Animate (rys. 6.7.8).

VAISAESEL
b 2

| A Animate Mode Shape ——

Jh

Animation data

No. of frames to create I 20
Time delay (seconds)
Acceleration Type
C Linear
® Sinusoidal
Nodal Solution Data
Display Type DOF solution - ] -
[=] |Y-direction SY =
Z-direction SZ
XY-shear SXY >
[ X-direction sX

Rys. 6.7.8. Prezentacja drgan wlasnych w postaci animacji

6.7.4. Interpretacja wynikow. Zadania do wykonania

A. Jak zmienig si¢ wyniki, je§li przyjmiemy, ze utwierdzenie nie jest calkowicie sztywne, ale
odpowiada zamocowaniu w odksztatcalnym bloku?

B. Sprawdzi¢ wptyw zmiany modulu Younga i gestosci materiatu belki na wyniki.

C. Jak zmienig si¢ wyniki dla obustronnego utwierdzenia belki? Przeprowadzi¢ analogiczne
obliczenia.

Ktore czgstosci whasne jest tatwiej wyznaczy¢ z duza doktadnoscia, a ktore trudniej? Dlaczego?

E. Analize drgan wlasnych przeprowadzamy stosujac konsekwentnie jednostki SI. Jesli w
obliczeniach stosowa¢ bedziemy jako jednostki N, mm, s, to aby uzyska¢ wlasciwg wartos$¢

czestosci gestosé p podajemy warto$é liczbowa odpowiadajaca jednostce tona/mm?. Dlaczego?

F. Poréwnaj otrzymang z obliczen MES najnizszg czgstos¢ drgan wzdtuznych belki z rozwigzaniem
analitycznym.
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